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Les partys de Pascal

-@’-Le probléme des partys

Le travail présenté ici reprend les idées énoncées par Pascal dans son Traité du triangle arith-
métique de 1654 et plus particulierement sur le probleme des partys.

La situation est la suivante, Pascal imagine deux joueurs jouant a un jeu de pur hasard ou
chacun mise une certaine somme au départ et le vainqueur est le premier a gagner n manches.
Chaque manche voit un vainqueur. On se place dans le cas ou la partie est interrompue avant
son terme et on cherche a déterminer la somme reversée a chaque joueur en fonction de ’avan-
cée de la partie au moment de I'arrét. Ce probleme fait suite a ’échange épistolaire entre Fer-
mat et Pascal et est considéré comme le début de la théorie des probabilités. Ce qu’on appelle
party c’est la somme versée a chaque joueur quand la partie est interrompue.

1 Etude préliminaire

L'idée de Pascal est de modéliser ce qui pourrait se passer sur les manches suivantes et de
calculer les partys en conséquence.

~ LEMME 1.1 ~

Dans le cas d’un jeu de pur hasard (i.e. équiprobable), interrompu, on s’intéresse au party

d’'un des joueurs. Si ce joueur perd la prochaine manche, il gagne une somme A, sinon il
+ B

gagne une somme B. Le party est donc qu’il gagne la somme

. J

~ PROPOSITION 1.2 ~

Deux joueurs jouent une partie de pur hasard, interrompue, et la mise totale vaut S. On
appelle J1 et J2 les deux joueurs.

1. S’il ne manque aucune manche a J1, alors le party de J1 vaut S et celui de J2 vaut 0.

: . . S
2. S’ll manque autant de manches a J1 et a J2, alors le party de chacun vaut 7"

3. S’il manque une manche a J1 et deux a J2 pour gagner, alors le party de J1 vaut

S
S+ 5 S
= — lui 2 —.
5 1 et celui de J2 vaut 1
. J
Démonstration. On applique le lemme 1.1. O

A partir du lemme 1.1, nous pouvons ainsi trouver le party dans chaque cas de figure.
Exemple 1.3 On suppose qu’il manque 1 manche a J1 pour gagner et 3 manches a J2. Si J1
gagne la manche suivante, il remporte la somme de S'; dans le cas contraire il manquera 1 manche

i 3 . :
a J1 et deux a J2. D’apres la proposition 1.2, le party de J1 sera alors —. Finalement on fait la

moyenne des deux gains possibles et le party associé a J1 relatif a la situation de notre exemple

35
S+ Z 75
est finalement = =
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On considere qu’il manque 1 manche a J1 et n» manches a J2 (n > 1) pour gagner et que la mise
totale vaut S. On peut modéliser le probleme du party de J1 par une suite en définissant la suite

S
U1:§
Up =
S+ Uy
un:$pourn22.

2

ou u, désigne le party de J1 quand il manque n > 1 manches a J2 pour gagner. C’est une suite
arithmético-géométrique et en posant la suite auxiliaire définie sur N* par v, = u,, — S, on montre
le résultat suivant :

— THEOREME 1.4

S’il manque 1 manche a J1 et n > 1 manche(s) a J2 pour gagner, le party de J1 est le suivant :

S
5—2—n.

S
Remarque 1.5 Dans ce cas, le party de J2 est o

Exemple 1.6 Supposons maintenant qu’il manque 2 manches a J1 pour gagner et 3 manches
a J2 pour gagner. Si J1 gagne il est ramené au cas traité ci-dessus et son party vaudra donc

s 7S .. . S
S — %= g Si J1 perd en revanche, il manquera 2 manches a chacun et leur party sera donc —.
: . . . 7S S 118
En faisant la moyenne des deux issues, le party de J1 dans notre situation est donc 16 + 1= 16

On constate qu’on sait maintenant traiter le cas général ou il manque n; manche a J1 et n,
manches a J2.
En effet, supposons n; < ns, écartons le cas trivial n, = 0, et rappelons qu’on sait calculer les partys
quand il manque 1 manche a J1 et n, manches a J2, situation que je noterai (1/n,) et les partys
quand il manque n manches a chacun des deux, situation que je noterai (n/n). Je veux déterminer
le party pour la situation (n;/ny). Sans perte de généralité supposons n, = n; + k ou k € N. Si
ny = 1 ou si n; = ny, on sait conclure. Sinon on a besoin de connaitre les partys des situations
(ny — 1/ng) et (ny/ng — 1). Si on ne les connait pas tous les deux, on continue a simuler les manches
successives et au bout de maximum n; + &£ — 1 manches simulées on aboutira nécessairement a
une situation dont on connait les partys. Si on présente les différentes possibilités qui dérivent de
la situation (ny/n;) sous forme d'un arbre, on connait alors les partys de chaque feuille et il suffit
donc de remonter, en utilisant le lemme 1.1, pour connaitre ’ensemble des partys. La profondeur
de I'arbre est de n; + & = n,. On arréte 'arborescence des qu’on tombe sur un cas de base dont sait
tirer (le) party.

2 Lien avec le triangle arithmétique

On a démontré que le probleme était résoluble mais on aimerait maintenant obtenir un moyen
de déterminer les partys de maniere directe et non récursive.

On écarte dans toute la suite le cas ou I'un des deux joueurs aurait gagné avant ou au moment
de I'interruption.
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Pascal propose le théoreme suivant :
— THEOREME 2.1

Supposons que deux joueurs jouent a un jeu équiprobable, ou le vainqueur doit remporter
n manches, les manches étant indépendantes et équiprobables et chacune est remportée
par 'un des joueurs. La mise totale est S. On suppose étre dans la situation (n;/ns) avec
ni, No Z 1.

Le party de J1 est

somme des n, premiers termes de la (n; + n,)*™° base g

somme des termes de la (n; + n,)™® base

Exemple 2.2 Supposons qu’il manque 2 manches a J1 et 3 a J2. La cinquiéme base du triangle
14+4+6 118
de Pascalest:1 4 6 4 1.Le party de J1 est donc RS

= ——, ce qu'on avait
déja démontré.

X
1+44+6+4+1 16

Pascal a proposé une démonstration essentiellement basée sur 'exemple, nous conservons ici
les mécanismes essentiels et en proposons une version plus moderne.

Démonstration. On va raisonner par récurrence sur le nombre total N = n; + n, de manches
manquantes aux deux joueurs.

Si N = 2, on a vu que le party de chaque joueur était ) et le théoreme est donc bien vérifié.

Supposons le théoréme vrai au rang N, correspondant a la situation (n;/n2). On note
TN,l TN,Z RN TN,N

la N-ieme base du triangle arithmétique. On se place maintenant dans la situation (n;/ny) avec
ni+ny = N+1.Sid1 gagne la manche suivante, on arrive a la situation (n;—1/n,) dont on connait le
party par hypotheése de récurrence. Si J1 perd la manche suivante, on obtient la situation (n;/ny—1)
dont on connait le party. D’apres le lemme 1.1, il nous faut prendre la moyenne de ces deux partys
pour connaitre le party final. REsumons

Tni+Tno+ -+ Tnp,

ITni+ - +Thn

ITni+Tno+ -+ Thny—

e Victoire de J1 : gain = xS =:@G.

Défaite de J1 : gain = x S =:D.
* & ITni+---+ThnN
G+ D
Donc, en vertu du lemme 1.1, le party final de J1 vaut .
Or
G+D _ Tni+ (Tni+Tng)+ (Tnag+Tng) + -+ (Tnng—1+ Tnm,) % S
2 Q(TNJ + -+ TN,N)
_ Tnyig+Tnpio+TIN3+ -+ TNiin, S
Tni+ (In1+Tng)+ Tnag+Tng) +-+Inva+Tvn) + T
B Tnyig+ TNy + TNz + -+ Tvgin,
— x S.
Tnyig+TNyio+ TNz + -+ TN+ INgi N4
Le théoréme est donc vrai pour tout rang N > 2. O
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3 Valeur de la derniére manche

~ COROLLAIRE 3.1 \

J1 et J2 jouent a un jeu en n manches gagnantes ou les manches sont indépendantes et

équiprobables et chaque joueur a misé —. On suppose qu’il manque 1 manche a J1 et n,
manches a J2 pour gagner. Le gain éventuel de la derniere manche par J1 lui apportera la
somme supplémentaire de

1
somme des termes de la n$™® base du triangle

S
X —.
2

C’est-a-dire

1

somme des termes de la n$™ base du triangle
. J

x mise de départ.

Démonstration. J1 a déja remporté n — 1 manches. Il manque donc 1 manche a J1 et n, manches a
J2. Soit N = ny + 1. Le party de J1, d’apres le théoréme 2.1, est

Ty +Tno+ -+ TN,
Tni+--+TnnN

X S.

Et le party de J2 est
1

Tng+--+ TN

Si J1 gagne la manche suivante, il a gagné le jeu donc il récupere en plus le party de J2. Autrement
dit, le gain de la derniere partie va lui octroyer la somme supplémentaire

x S.

1
x S.
Tng+--+ TN
Or
1 1
xS = xS
ITni+---+Tnn 2(TN-11+ -+ TN-1.n-1)
1
— X —
Tnoig+--+Tvoana 2
1 S

pr— >< J—
Tng,l + -+ TnQ,ng 2

O

Exemple 3.2 Il manque 1 manche a J1 et 3 manches a J2 pour gagner. On appelle S la mise to-

tale. Alors le gain éventuel de la derniere manche par J1 lui permettrait de gagner un supplément

S . :
de ——————— = —, c’est-a-dire le party de J2 avant qu’on joue cette manche.
20+2+1) 8

Exemple 3.3 Il manque 1 manche a J1 et 4 manches a J2 pour gagner. On appelle S la mise to-

tale. Alors le gain éventuel de la derniere manche par J1 lui permettrait de gagner un supplément

S
d = —, cest-a-dire | ty de J2 t quon j tt he.
e 2(1+3+3+1) 16,068 a-dire le party de J2 avant quon joue cette manche
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4 Valeur de la premiere manche

~ COROLLAIRE 4.1 N\

J1 et J2 jouent a un jeu en n manches (équiprobales et indépendantes) gagnantes. La partie

. .8 . N
vient de commencer. Chacun a misé 5" Notons N = n+n—1. SiJ1 gagne la premiére manche,
son party sera augmenté de

TN,n
somme des termes de la N*™ base du triangle

S
X —.
2

C’est-a-dire

TN,n
somme des termes de la N°*™ base du triangle

x mise de départ.

. ) . S N <
Démonstration. Au tout début, le party de chaque joueur est 5 et on s'intéresse a 'avantage de

gagner la premiére manche.
Si J1 gagne, il lui manquera n — 1 manches et » manches a J2. Le party de J1 sera alors, d’apres
le théoreme 2.1,

C Tni+Tno+ -+ Ty

— X S.
TN71 + TN’Q + -+ TN,N

1

S :
Il faut comparer cette somme a ) maintenant.

Comme N est impair, TN,l + TN,Q + -+ TN,N = Q(TNJ + TN,2 + -4 TN,n—l) + TN,n-
D’ou :

1
X (Tn1+Tno+ - +Tnn—TNn) +Tnn
Pl = 2 X S
ITni+Tno+ -+ Tyn
_TN,n
o EXTN’1+TN’2+"'+TN’N 2 +TN>” % G
2 TInyi+TIng+--+TIny Ini+TINg+ -+ TNynN

S Tnn S

=4 ’ X —
2 Ini+Tyo+---+Tyn 2
S TNy S

=— 4 : X =.
2 TIny+Tyo+---+Tyn 2

Le party de J1 s’en trouve donc augmenté de I X S O
party & Tni+Tyo+ - +Tny 2

Exemple 4.2 J1 et J2 jouent en 4 manches (indépendantes et équiprobables) gagnantes. La

mise totale est S. Ils sont dans la situation initiale (0/0). Si J1 gagne la premiére manche, son
arty, qui initialement était de 5 sera augmenté de Tra X 5 _ X X 5_ 0 X &
party. 4 2 & oot +Ton 2 6472 16 2

. N . . . bS
Donc le gain de la premiére manche lui a virtuellement rapporté 3
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5 Valeur de la deuxiéme manche

~ COROLLAIRE 5.1

J1 et J2 jouent en n > 2 manches (indépendantes et équiprobables) gagnantes. La mise
totale est S. Soit N =n +n — 1. J1 a gagné la premiére manche et on s’intéresse maintenant

a Pavantage que produirait le gain de la seconde manche par J1. En cas de victoire de la
seconde manche, son party serait augmenté de

TN,n
somme des termes de la N°™ base du triangle

S
X —.

2
C’est-a-dire

TN n .
L x mise de départ.
somme des termes de la N°™¢ base du triangle ! P

\

Démonstration. Apres la victoire de la manche 1 par J1, son party est, d’apres le corollaire 4.1 :
T
Tni+Tno+ -+ Tyn 2

Si J1 gagne la seconde manche, il lui restera n — 2 manches a gagner et n pour J2. Son party sera
alors, d’apres le théoreme 2.1, car n > 2,

_ Tn_ig+- -+ TN_1n
Tnoig+ -+ TN

P2 x S

2X (Tny—1a+ -+ Tn-1n) o« §
Tnoyg+ - +TNanva 2
B {2 X (Tn—1g+ -+ TN-1n-1) n 2xTn_1p ] y §
Tnoig+ -+ TN Tnoig+ -+ TN 2
S Tn_1n ;
=24 N-L x S car N — 1 est pair.

2 Inoag+-+Tyoin-a

2% Tn_1n TN S
Donc PQ—P1:( XN - N, )x—
ITnoig+--+Tvoanva Ing+--+Tyn 2
- 4 x TNfl,n - TN,n x S
ITyp+--+Tyn 2
o 4 x TN—l,n —2x TN—I,n % S
 Tna++Tay 2
. 2 X TN—l,n % S . TN,n % S
Tni+-+Tyw 2 Tyi+-+Tyn 2
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Remarque 5.2 Remporter la premieére manche ou la deuxiéme (a condition qu’elle ne soit pas la
derniere) octroie le méme bénéfice.

Exemple 5.3 Pour résumer, soient J1 et J2 qui jouent une partie a 4 manches gagnantes
(équiprobables et indépendantes).

_ S L .\
Initialement, le party de J1 est 5" En cas de victoire de la premiere manche,

58 .
son party augmente de —. On peut montrer par le calcul que le gain de

32°
i . . . 45 55
la manche 3 lui rapporte la somme virtuelle supplémentaire de 3 -+ 3

(on fait la moyenne des partys de J1 dans les situations (2/0) et (3/0)).

En revanche le gain de la 4°™ et derniére manche (on est dans la situation ou le J1 enchaine les

1
55 d’apres le corollaire

ictoi lui t 16 taire de ———
victoires) lui rapporte une somme supplémentaire de 737335152~ 16

3.1.
S 55 58 45 S
E i 2 2402 i 2 - .
t on a bien 5 5 + o + D) + 16 S
~~~ S—— A ~—~~ gain final

party initial  victoires manches 1 et 2  victoires manche 3  victoires derniére manche
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